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Аннотация. Строится решение задачи Коши для системы двух квазилинейных однородных урав-
нений в частных производных первого порядка при помощи метода годографа, позволяющего пре-
образовать решение квазилинейных уравнений в частных производных первого порядка к решению
некоторого линейного дифференциального уравнения в частных производных второго порядка с пе-
ременными коэффициентами. Показано, что различные варианты метода годографа — стандартно-
го, на основе закона сохранения и обобщенного метода годографа, позволяющие строить решение
задачи Коши в неявной форме, в конечном итоге, приводят к одному и тому же результату и от-
личаются лишь объемом технической работы. Доказательство осуществляется путем вычисления
инвариантов Лапласа для канонической формы линейного дифференциального уравнения в част-
ных производных второго порядка. В случае, когда уравнения допускают явную связь исходных
переменных с инвариантами Римана и соответствующее линейное уравнение метода годографа поз-
воляет указать явную форму функции Римана — Грина, описан способ построения явного решения
на линиях уровня неявного решения. Задача Коши для системы двух квазилинейных уравнений
в частных производных первого порядка сводится к задаче Коши для некоторой системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений. В качестве примера приведено точное неявное решение для
системы слабо-нелинейных уравнений. Все рассмотренные методы и способ построения явного реше-
ния можно применять для уравнений гиперболического и эллиптического типов. В случае гипербо-
лических уравнений возможно построение автомодельных и разрывных решений (после добавления
условий на разрывах), а также решений многозначных по пространственной координате (если такие
решения допускаются постановкой задачи). Несмотря на то, что на заключительном этапе мето-
да задачу Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений приходится решать численно,
никаких аппроксимаций уравнений в частных производных, типичных для конечно-разностного ме-
тода, метода конечных элементов, метода конечных объемов и т. п. не используется. Метод является
точным в том смысле, что погрешность вычислений связана лишь с точностью интегрирования
обыкновенных дифференциальных уравнений.
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Введение

В настоящее время известны различные варианты метода годографа, применяемые
для исследования поведения решений систем квазилинейных уравнений в частных про-
изводных первого порядка. Среди таких вариантов укажем три наиболее часто исполь-
зуемых: стандартный вариант метода [1], вариант на основе закона сохранения (см., на-
пример, [2, 3]), и обобщенный метод годографа (см., в частности, [4]).

(i) Стандартный вариант позволяет преобразовать систему двух квазилинейных урав-
нений в некоторое линейное уравнение в частных производных второго порядка, содер-
жащего переменные коэффициенты. В основе метода лежит взаимозамена зависимых и
независимых переменных. Подчеркнем, что метод может быть использован только для
системы двух квазилинейных уравнений.

(ii) Вариант метода годографа на основе закона сохранения требует приведения ис-
ходной системы уравнений к инвариантам Римана, конструирования некоторого закона
сохранения, для плотности и потока которого требуется решать систему линейных урав-
нений в частных производных первого порядка. Метод также как и стандартный при-
меним лишь к системе двух квазилинейных уравнений. Недостатком метода является
необходимость указания явной связи между исходными переменными и инвариантами
Римана. Хотя хорошо известно, что система двух уравнений всегда приводится к инва-
риантам Римана (см., например, [1]), построить явную зависимость не всегда возможно.

(iii) Обобщенный метод годографа применим к произвольной полугамильтоновой
(см., например, [4]) системе квазилинейных уравнений, записанной в инвариантах Ри-
мана. В случае двух уравнений система всегда является полугамильтоновой. Путем ре-
шения некоторой системы линейных уравнений в частных производных первого порядка
(для, так называемых, коммутирующих потоков) неявное решение исходной системы мо-
жет быть представлено в алгебраической форме.

Основная цель работы — подтверждение a priori очевидного факта, что, в конечном
итоге, все три указанных метода в случае двух квазилинейных уравнений, записанных
в инвариантах Римана сводятся к построению функции Римана — Грина для линейно-
го уравнения в частных производных второго порядка. Хотя на предварительном этапе
уравнения для функции Римана — Грина различны, такие уравнения имеют одинаковые
инварианты Лапласа (см., например, [5, с. 116–125]) и, фактически, сводятся к решению
одного и того же уравнения — функции Римана — Грина различаются лишь функцио-
нальным множителем.

Иными словами, в некотором смысле, все три указанных метода годографа эквива-
ленты. Различие между методами чисто техническое и заключается в объеме работы,
требуемой для построения функции Римана — Грина. Обратим внимание на то, что для
рассматриваемых методов тип квазилинейных уравнений может быть как гиперболиче-
ский, так и эллиптический.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу Коши для системы двух квазилинейных уравнений, записанных
в инвариантах Римана,

R1
t + λ1

(

R1, R2
)

R1
x = 0, R2

t + λ2
(

R1, R2
)

R2
x = 0, (1.1)

R1(x, t)
∣

∣

t=0
= R1

0(x), R2(x, t)
∣

∣

t=0
= R2

0(x). (1.2)
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Здесь R1, R2 — инварианты Римана, λ1(R1, R2), λ2(R1, R2) — характеристические на-
правления (заданные функции), x, t — координата и время, R1

0(x), R
2
0(x) — известные

функции, верхние индексы — номера переменных (не показатели степени).
Начальные условия (1.2) для простоты задаем при t = 0. Приводимые ниже ре-

зультаты об эквивалентности методов годографа справедливы и в общем случае, когда
начальные данные для задачи Коши заданы на некоторой достаточно гладкой линии,
не являющейся характеристикой (общую постановку задачи см. в [1, с. 43–47]). Заме-
тим, что можно рассматривать и задачу с данными на характеристике (задача Гурса),
см., в частности, [6].

Для построения решения задачи (1.1), (1.2) используем различные варианты метода
годографа.

2. Метод годографа на основе закона сохранения

Следуя работе [2] (см. также развитие метода в [3, 6–10]), дадим краткое описание
метода годографа на основе закона сохранения, применимого в случае системы двух
квазилинейных уравнений. Детальное описание, возможные модификации и различные
способы построения явного решения на линиях уровня неявного решения указан в [3].

2.1. Закон сохранения. Рассматриваем закон сохранения

ϕt
(

R1, R2
)

+ ψx
(

R1, R2
)

= 0, (2.1)

где ϕ, ψ — плотность и плотность потока закона сохранения, которые следует определить
на основе исходных уравнений (1.1).

Выполняя дифференцирование и исключая производные R1
t , R

2
t при помощи (1.1),

с учетом независимости производных R1
x(x, t) и R2

x(x, t) получим соотношения для ϕ, ψ:

ϕR1λ1 = ψR1 , ϕR2λ2 = ψR2 . (2.2)

Условие совместности уравнений (2.2) дает линейное уравнение в частных производных
второго порядка для определения ϕ:

(

ϕR1λ1
)

R2 =
(

ϕR2λ2
)

R1 (2.3)

или

ϕR1R2 +
λ1
R2

λ1 − λ2
ϕR1 −

λ2
R1

λ1 − λ2
ϕR2 = 0. (2.4)

Аналогичное уравнение можно получить и для функции ψ — достаточно произвести
формальные замены λk → 1/λk, ϕ→ ψ в (2.3), (2.4).

2.2. Неявное решение. Для построения неявного решения, считая функции ϕ, ψ
известными, используем закон сохранения (2.1), представленный в виде дифференци-
альной формы

d(ϕdx− ψdt) = 0. (2.5)

На плоскости (x, t) выбираем замкнутый кусочно-гладкий контур PQM . Линии PM
и QM задаются характеристическими направлениями уравнений (1.1), на которых со-
храняются соответствующие инварианты Римана

QM :
dx

dt
= λ1, R1 = r1; MP :

dx

dt
= λ2, R2 = r2,
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где r1, r2 — параметры (значения инвариантов), которые идентифицируют различные
линии контура.

В качестве линии PQ выбираем некоторый отрезок [a, b] на оси x, т. е. при t = 0. Заме-
тим, что именно на этом отрезке, в силу (1.2), известны начальные значения R1

0(x), R
2
0(x)

инвариантов Римана. Точки контура PQM на плоскости (x, t) заданы координатами

P = (a, 0), Q = (b, 0), M = (x, t).

Кроме этого, значения r1, r2 определены начальными условиями (1.2)

r1 = r1(b) = R1
0(b), r2 = r2(a) = R2

0(a).

Точка M = (x, t) соответствует пересечению характеристик (различных семейств) и зна-
чения инвариантов Римана в точке M имеют вид

R1(x, t) = r1(b) = R1
0(b), R2(x, t) = r2(a) = R2

0(a). (2.6)

Дополним уравнения (2.2)–(2.4) условиями (см. [3], в [2] используется несколько иная
форма соотношений)

(

ψ − λ1ϕ
)∣

∣

R1=r1
= 1,

(

ψ − λ2ϕ
)∣

∣

R2=r2
= −1. (2.7)

Тогда интегрирование закона сохранения (2.5) по замкнутому контуру PQM позволяет
получить функцию t(a, b) (функция x(a, b) строится аналогичным образом):

t(a, b) =
1

2

b
∫

a

ϕ
(

R1
0(τ), R

2
0(τ)

∣

∣ r1(b), r2(a)
)

dτ. (2.8)

Здесь подынтегральная функция ϕ(R1
0(τ), R

2
0(τ) | r

1(b), r2(a)) по первой паре аргументов
является решением уравнения (2.4), а вторая пара аргументов указывает на то, что
решение в силу условий (2.7) зависит от параметров a, b.

Таким образом, если функции t(a, b) и x(a, b) известны, то неявное двухпараметри-
ческое решение задачи Коши (1.1), (1.2) с учетом (2.6) записывается в форме

R1(x, t) = r1(b) = R1
0(b), R2(x, t) = r2(a) = R2

0(a), (2.9)

t = t(a, b), x = x(a, b). (2.10)

Замечание 1. Следует строить именно функцию t(a, b), зависящую от параметров
a, b, а не функцию t(r1, r2). В противном случае придется определять обратные функции
a = a(r2), b = b(r1). Игнорирование этого очевидного факта препятствовало использова-
нию метода годографа для немонотонных начальных данных, а также для построения
неоднозначных решений.

Замечание 2. При выводе соотношений используется, в частности, дифференциро-
вание начальных данных. Однако, можно строго показать, что требования на гладкость,
в конечном итоге, ограничены лишь условием существования интеграла (2.8). В част-
ности, функции R1

0(x), R
2
0(x) можно выбирать кусочно-непрерывными. Иными словами,

метод позволяет исследовать разрывные решения, разумеется, если поставлены допол-
нительные условия на разрывах типа Ренкина — Гюгонио.
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Замечание 3. Ввиду того, что функции от инвариантов Римана также являются
инвариантами, то в силу (2.6), (2.9) величины a(x, t), b(x, t) (решение уравнений (2.10)) —
также инварианты Римана, которые удовлетворяют уравнениям

at + λ2
(

r1(b), r2(a)
)

ax = 0, bt + λ1
(

r1(b), r2(a)
)

bx = 0. (2.11)

2.3. Функция Римана — Грина. Укажем один из вариантов определения подын-
тегрального выражения в (2.8), т. е. функции ϕ(R1

0(τ), R
2
0(τ) | r

1(b), r2(a)), опирающийся
на определение функции Римана — Грина для уравнения (2.4).

Для удобства запишем уравнение (2.4) в одной из канонических форм для гипербо-
лического уравнения

L(R1,R2) ϕ ≡ ϕR1R2 + aϕϕR1 + bϕϕR2 + cϕϕ = 0, (2.12)

где коэффициенты aϕ(R1, R2), bϕ(R1, R2), cϕ(R1, R2) имеют вид

aϕ =
λ1
R2

λ1 − λ2
, bϕ = −

λ2
R1

λ1 − λ2
, cϕ = 0. (2.13)

Здесь верхний индекс «ϕ» использован для того, чтобы подчеркнуть принадлежность
коэффициентов задаче для определения функции ϕ.

Функция Римана — Грина Φ(R1, R2 | r1, r2) для уравнения (2.12) по паре аргументов
R1, R2 удовлетворяет задаче для сопряженного уравнения

L∗

(R1,R2)Φ ≡ ΦR1R2 − (aϕΦ)R1 − (bϕΦ)R2 + cϕΦ = 0, (2.14)

(

ΦR1 − bϕΦ
)∣

∣

R2=r2
= 0,

(

ΦR2 − aϕΦ
)∣

∣

R1=r1
= 0, (2.15)

Φ
(

r1, r2
∣

∣ r1, r2
)

= 1. (2.16)

По паре аргументов r1, r2 функция Φ(R1, R2 | r1, r2) удовлетворяет уравнению (2.12)

L(r1,r2)Φ ≡ Φr1r2 + aϕΦr1 + bϕΦr2 + cϕΦ = 0,

и условиям (а также условию нормировки (2.16))

(

Φr1 + bϕΦ
)∣

∣

r2=R2 = 0,
(

Φr2 + aϕΦ
)∣

∣

r1=R1 = 0. (2.17)

Нетрудно убедиться, что интегрирование соотношений (2.15) приводит к услови-
ям (2.7). Например, с учетом (2.13), (2.2) имеем

(

Φr2 + aϕΦ
)∣

∣

r1=R1 = 0 −→

(

Φr2 +
λ1
r2

λ1 − λ2
Φ

)
∣

∣

∣

∣

r1=R1

= 0

λ2Φ
r
2=ψ

r
2

−−−−−−−→
((

λ1Φ
)

r2
− ψr2

)∣

∣

r1=R1 = 0 −→
(

λ1Φ− ψ
)∣

∣

r1=R1 = F
(

r1
)

.

Здесь F (r1) — произвольная функция. Подразумевается, что ϕ(r1, r2) = Φ(R1, R2 | r1, r2).
В соотношении (2.2) F (r1) = −1. Иной выбор функции повлечет лишь усложнение фор-
мул и не играет какой-либо существенной роли.

Таким образом, функция Римана — Грина Φ(R1, R2 | r1, r2) с точностью до множителя
M(r1, r2), который определяется путем прямой подстановки функции в (2.7), является
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решением задачи (2.3), (2.7), и с учетом симметрии функции Римана — Грина по парам
аргументов, т. е. Φ(R1, R2 | r1, r2) = Φ(r1, r2 |R1, R2) (см. [11, с. 446–482]), имеем

ϕ
(

R1, R2
∣

∣ r1, r2
)

=
2Φ

(

R1, R2
∣

∣ r1, r2
)

λ2(r1, r2)− λ1(r1, r2)
. (2.18)

В окончательном виде формула (2.3) для функции t(a, b) принимает вид

t(a, b) =

b
∫

a

Φ
(

R1
0(τ), R

2
0(τ)

∣

∣ r1(b), r2(a)
)

λ2(r1(b), r2(a))− λ1(r1(b), r2(a))
dτ. (2.19)

Замечание 4. Различные способы построения функции Римана — Грина для кано-
нической формы гиперболического уравнения (2.12) подробно описаны в [12]. Большое
количество функций Римана — Грина для различных уравнений имеется в [13]. Осо-
бый интерес представляет способ конструирования функции Римана — Грина на основе
группового анализа [14, с. 120–128] (см. также [15]). Обратим внимание на то, редукция
системы двух квазилинейных уравнений (1.1) к канонической форме (2.12) (или в кон-
кретном случае к (2.4)), собственно говоря, и означает, что исходная система приведена
к инвариантам Римана — канонические переменные при преобразовании произвольного
линейного уравнения в частных производных второго порядка к форме (2.12) и являются
инвариантами Римана.

2.4. Построение явной формы решения. Коротко опишем способ конструирова-
ния явного решения задачи Коши (1.1), (1.2) на линиях уровня функции t(a, b). В [3, с. 51]
показано, что на линии уровня (изохроне) функции t(a, b) = t∗, где t∗ — некоторый
фиксированный момент времени, параметризованной при помощи параметра µ, явное
решение строится путем интегрирования задачи Коши для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений

da(µ)

dµ
= −tb(a, b),

db(µ)

dµ
= ta(a, b), (2.20)

dX(µ)

dµ
=

(

λ2
(

r1(b), r2(a)
)

− λ1
(

r1(b), r2(a)
))

tb(a, b)ta(a, b), (2.21)

a(0) = a∗, b(0) = b∗, X(0) = X∗, (2.22)

где (a∗, b∗) — точка на изохроне, т. е. t(a∗, b∗) = t∗, X∗ — координата x, соответствующая
на изохрене параметру µ = 0.

Окончательная форма решения на изохроне представима в виде

R1(x, t∗) = R1
0(b(µ)), R2(x, t∗) = R2

0(a(µ)), x = X(µ). (2.23)

Уравнения (2.20) являются достаточным условием выполнения соотношения, полу-
ченного дифференцированием по параметру µ равенства t(a(µ), b(µ)) = t∗, и, на самом
деле, правые части определены с точностью до произвольного функционального множи-
теля. Уравнение (2.21) получено путем взаимозамены (a, b) ⇆ (x, t), что с учетом (2.11)
приводит к уравнениям

xb = λ2tb, xa = λ1ta, (2.24)

с последующим дифференцированием по µ соотношения X(µ) = x(a(µ), b(µ))

Xµ = xaaµ + xbbµ = −xatb + xbta = (λ1 − λ1)tatb.
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Иными словами, правая часть уравнения (2.21) — это якобиан замены переменных
(a, b) ⇆ (x, t) (подробнее см. [3, с. 47], где также детально описаны различные способы
определения начальных данных a∗, b∗, X∗).

Замечание 5. Для построения решения на изохроне функция x(a, b) (см. (2.10))
не требуется. Разумеется, в большинстве случаев задачу Коши (2.20)–(2.22) приходится
решать численно. Эффективность метода зависит от сложности вычисления функции
Римана — Грина (как правило, некоторая гипергеометрическая функция). Вычисление
интегралов, возникающих при расчете функции t(a, b) и производных ta(a, b), tb(a, b)
также сводится к решению некоторых задач Коши для обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Именно точность численного интегрирования задачи Коши (например,
методом Рунге — Кутты), в конечном итоге, и определяет точность решения. Важно
отметить, что не используются никакие аппроксимации уравнений в частных производ-
ных, характерные для конечно-разностных методов, метода конечных элементов, метода
конечных объемов и т. п.

Замечание 6. В уравнениях (2.20) вместо параметра µ можно выбирать простран-
ственную переменную, т. е. считать µ = x, и опускать уравнение (2.21). Однако, использо-
вание параметра µ позволяет строить многозначные по пространственной переменной x
решения, конечно, если они допускаются постановкой задачи.

Замечание 7. Система (2.20) — гамильтонова система. Роль гамильтониана иг-
рает t(a, b). Это позволяет достаточно полно исследовать структуру изолиний функ-
ции t(a, b). В частности, стационарные точки уравнений, определяемые уравнениями
ta(a, b) = 0, tb(a, b) = 0 (если таковые имеются) могут быть либо центром, либо седлом.
Замкнутым траекториям на плоскости (a, b) соответствуют периодические по парамет-
ру µ решения (см., например, [16, с. 128, 129]).

3. Стандартный вариант метода годографа

Производя замены переменных (R1, R2) ⇄ (x, t),

R1
t =

xR2

∆
, R2

t = −
xR1

∆
, R1

x = −
tR2

∆
, R2

x =
tR1

∆
,

∆ = tR1xR2 − xR1tR2 ,
(3.1)

после подстановки в (1.1) получаем стандартный вариант метода годографа (взаимоза-
мена зависимых и независимых переменных; сравни с (2.24))

xR2 = λ1tR2 , xR1 = λ2tR1 . (3.2)

Условие разрешимости (совместности) (3.2) приводит к уравнению для t (аналогично
можно получить уравнение для x):

tR1R2 −
λ2
R2

λ1 − λ2
tR1 +

λ1
R1

λ1 − λ2
tR2 = 0 (3.3)

или
L(R1,R2)t

(

R1, R2
)

≡ tR1R2 + attR1 + bttR2 + ctt = 0, (3.4)

где коэффициенты at(R1, R2), bt(R1, R2), ct(R1, R2) имеют вид

at = −
λ2
R2

λ1 − λ2
, bt =

λ1
R1

λ1 − λ2
, ct = 0. (3.5)
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Функция Римана — Грина T (R1, R2 | r1, r2) для уравнения (3.4) определяется задачей
(сравни с (2.14)–(2.16))

L
∗

(R1,R2)T
(

R1, R2
)

≡ TR1R2 − (atT )R1 − (btT )R2 + ctT = 0, (3.6)

(

TR1 − btT
)
∣

∣

R2=r2
= 0,

(

TR2 − atT
)
∣

∣

R1=r1
= 0, (3.7)

T
(

r1, r2
∣

∣ r1, r2
)

= 1. (3.8)

Решение уравнения (3.4) с начальным условием t(R1
0(x), R

2
0(x)) = 0 при помощи функции

Римана — Грина T (R1, R2 | r1, r2) записывается в форме (см., например, [11, с. 446–482])

t
(

r1, r2
)

=
1

2

∫

AB

T
(

R1, R2
∣

∣ r1, r2
)(

tR1 dR1 − tR2 dR2
)

, t
∣

∣

AB
= 0, (3.9)

где контур AB определен как

AB =
{

R1 = R1
0(τ), R

2 = R2
0(τ), a 6 τ 6 b

}

. (3.10)

Значениям τ = a, τ = b соответствуют начало и конец контура AB, лежащего на оси
t = 0, т. е.

r1 = r1(b) = R1
0(b), r2 = r2(a) = R2

0(a). (3.11)

С учетом (3.10), (3.11) формула (3.9) принимает вид

t(a, b) = t
(

r1(b), r2(a)
)

=
1

2

b
∫

a

T
(

R1
0(τ), R

2
0(τ)

∣

∣ r1, r2
)

J(τ) dτ, (3.12)

J(τ) = tR2

(

R2
0(τ), R

1
0(τ)

) dR2
0(τ)

dτ
− tR1

(

R2
0(τ), R

1
0(τ)

) dR1
0(τ)

dτ
. (3.13)

Используя (3.1), (3.2) для вычисления tR1 , tR2 , после несложных преобразований
получим

J(τ) =
2tR1tR2

∆
=

2

λ1
(

R1
0(τ), R

2
0(τ)

)

− λ2
(

R1
0(τ), R

2
0(τ)

) . (3.14)

Окончательно, формула (3.9) (или (3.12)) запишется в форме

t(a, b) =

b
∫

a

T
(

R1
0(τ), R

2
0(τ)

∣

∣ r1(b), r2(a)
)

λ1
(

R1
0(τ), R

2
0(τ)

)

− λ2
(

R1
0(τ), R

2
0(τ)

) dτ. (3.15)

Напомним, что следует рассматривать именно функцию t(a, b), а не t(r1, r2) (см. заме-
чание 1).

Для построения явного решения задачи Коши (1.1), (1.2) используем тот же самый
прием, что и в п. 2.4 (см. (2.20)–(2.23)).
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4. Обобщенный метод годографа

Обобщенный метод годографа (см., например, [4]) позволяет записать решение урав-
нения (1.1) (но не задачи Коши) в алгебраической форме

x− λ1
(

R1, R2
)

t = w1
(

R1, R2
)

, x− λ2
(

R1, R2
)

t = w2
(

R1, R2
)

, (4.1)

где w1(R1, R2), w2(R1, R2) — коммутирующие потоки.
Для определения коммутирующих потоков имеем систему уравнений (см., напри-

мер, [4]), которую удобно записать в виде

w1
R2 −

(

w1 −w2
) λ1

R2

λ1 − λ2
= 0, w2

R1 −
(

w1 − w2
) λ2

R1

λ1 − λ2
= 0. (4.2)

Дифференцируя первое уравнение (4.2) по R1, второе уравнение (4.2) по R2 и вычитая,
для разности коммутирующих потоков получим уравнение

L(R1,R2)w
(

R1, R2
)

≡ wR1R2 + awwR1 + bwwR2 + cww = 0, (4.3)

где
w = w1 − w2, (4.4)

Коэффициенты aw(R1, R2), bw(R1, R2), cw(R1, R2) имеют вид

aw = −
λ1
R2

λ1 − λ2
, bw =

λ2
R1

λ1 − λ2
, cw = bwR2 + awR1 . (4.5)

Дальнейшая процедура построения решения аналогична описанной в § 3. Конструи-
руется функция Римана — Грина W (R1, R2 | r1, r2) уравнения (4.3) как решение задачи

L
∗

(R1,R2)W
(

R1, R2
)

≡WR1R2 − (awW )R1 − (bwW )R2 + cwW = 0, (4.6)

(

WR1 − bwW
)∣

∣

R2=r2
= 0,

(

WR2 − awW
)∣

∣

R1=r1
= 0,

W
(

r1, r2 | r1, r2
)

= 1.

Решение уравнения (4.3) с начальным условием w(R1
0(x), R

2
0(x)) = 0, которое следует

из (4.1), (4.4) при t = 0, записывается в форме

w(r1, r2) =
1

2

∫

AB

W
(

R1, R2
∣

∣ r1, r2
)(

wR1 dR1 − wR2 dR2
)

, (4.7)

где контур AB, также как и в § 3,определен формулами (3.10), (3.11).
Вычитая первое и второе уравнения (4.1), дифференцируя разность по R1 и R2, по-

лагая t = 0, с учетом (3.13), (3.14) нетрудно показать, что на контуре AB

wR1 dR1 − wR2 dR2 =
(

λ2 − λ1
)

J(τ) dτ = 2dτ. (4.8)

Тогда с учетом (4.1), (4.7), (4.8), окончательно, имеем

t(a, b) =
w(r1, r2)

λ2(r1, r2)− λ1(r1, r2)
=

b
∫

a

W
(

R1
0(τ), R

2
0(τ)

∣

∣ r1(b), r2(a)
)

λ2
(

r1(b), r2(a)
)

− λ1
(

r1(b), r2(a)
) dτ. (4.9)
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Для построения явного решения задачи Коши (1.1), (1.2) используем тот же самый
прием, что и в п. 2.4 (см. (2.20)–(2.23)).

Функция x(a, b). Как уже говорилось, для построения явного решения на изо-
хронах функция x(a, b) не требуется — координата x определяется решением зада-
чи (2.20)–(2.22) (см. (2.8) и замечание 5). В случае необходимости, например, для ис-
следования свойств неявного решения или получения каких-либо оценок, для опреде-
ления функции x(a, b) можно построить уравнения, аналогичные (2.3), (2.4) или (3.3)
(подробнее см. в [2], [3, с. 24–36]). Конечно, в некоторых случаях удается проинтегри-
ровать систему (2.20)–(2.22) в квадратурах. Наиболее простой, с точки зрения авторов,
способ определения x(a, b), отличный от [2, 3], — это обобщенный метод годографа.

Аналогично получению уравнения (4.3), дифференцирование уравнений (4.2) с по-
следующим суммированием дает неоднородное уравнение

ΨR1R2 + (aww)R1 − (bww)R2 = 0, Ψ = w1 + w2,

решение которого с учетом соответствующего начального условия можно получить либо
непосредственным интегрированием, либо при помощи функции Римана — Грина тож-
дественно равной единице.

Соотношения для t(a, b) (и x(a, b)) получаем при помощи (4.1):

t =
w

λ2 − λ1
, 2x−

(

λ1 + λ2
)

t = Ψ.

5. Эквивалентность методов

Покажем, что, как и следовало ожидать, несмотря на разницу подходов, все три
окончательные формулы (2.19), (3.15), (4.9) для функции t(a, b) совпадают.

Для инвариантов Лапласа (см., например, [5, с. 116–125]) уравнения вида

uR1R2 + auR1 + buR2 + cu = 0 (5.1)

используем следующие обозначения:

h(a, b, c) = aR1 + ab− c, k(a, b, c) = bR2 + ab− c.

Инварианты Лапласа уравнений (2.12), (3.4), (4.3) вычисляются при помощи коэффици-
ентов (2.13), (3.5), (4.5)

hϕ = h(aϕ, bϕ, cϕ), ht = h(at, bt, ct), hw = h(aw, bw, cw),

kϕ = k(aϕ, bϕ, cϕ), kt = k(at, bt, ct), kw = k(aw, bw, cw).

Сопряженные уравнения (2.14), (3.6), (4.6) имеют следующие инварианты Лапласа:

hϕ
∗
= k(aϕ, bϕ, cϕ), ht

∗
= k(at, bt, ct), hw

∗
= k(aw, bw, cw),

kϕ
∗
= h(aϕ, bϕ, cϕ), kt

∗
= h(at, bt, ct), kw

∗
= h(aw, bw, cw).

Известно, что два уравнения вида (5.1) с коэффициентами a, b, c и a, b, c, соот-
ветственно, для функций Z и Z эквивалентны по функции (см. [2, формулы (15)–(17)]
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со ссылкой на [5, с. 117]) в смысле, что уравнения переходят друг в друга при преобра-
зовании

Z
(

R1, R2
)

= ω
(

R1, R2
)

Z
(

R1, R2
)

,

если их инварианты Лапласа совпадают ([5, с. 118, лемма 1]):

h = h, k = k. (5.2)

Для определения функции ω имеем систему (см. [5, с. 118, (2.3)])

a = a+
ωs
ω
, b = b+

ωr
ω
, c = c+ a

ωr
ω

+ b
ωs
ω

+
ωrs
ω
. (5.3)

Соотношения (5.4), (5.2) справедливы и для функции Римана — Грина (т. е. решения
сопряженного уравнения).

Теорема. Уравнения (2.12), (3.6), (4.6) эквивалентны по функции и выполнены со-

отношения

ϕ
(

R1, R2
∣

∣ r1, r2
)

=W
(

R1, R2
∣

∣ r1, r2
)

=
2T

(

R1, R2
∣

∣ r1, r2
)

λ2
(

R1, R2
)

− λ1
(

R1, R2
) . (5.4)

⊳ Действительно, непосредственной проверкой легко убедиться, что

hϕ = ht
∗
= hw

∗
, kϕ = kt

∗
= kw

∗
.

Вычисление функции ω при помощи решения уравнений (5.3) и учет условия нормиров-
ки (3.8) позволяет получить соотношения (5.4). Заметим, что первое равенство очевидно
из сравнения уравнений (2.12), (4.6) и коэффициентов (2.13), (4.5) (см. также (2.18)). ⊲

Таким образом, все формулы (2.19), (3.15), (4.9) для функции t(a, b) совпадают, и ис-
пользование рассмотренных вариантов метода годографа приводит, как и следовало ожи-
дать, к одному и тому же результату.

Заметим, что в работе [2], в которой впервые был предложен метод годографа на ос-
нове закона сохранения, также вычисляются инварианты Лапласа для уравнений метода
на основе закона сохранения и стандартного метода годографа, но выводы об эквивалент-
ности методов отсутствуют.

6. Слабо-нелинейные уравнения

Система (1.1) является слабо-нелинейной, если выполнены условия (см., например,
[1, с. 87])

λ1R1 = 0, λ2R2 = 0 или λ1 = λ1
(

R2
)

, λ2 = λ2
(

R1
)

. (6.1)

В случае, когда
λ1R2 6= 0, λ2R1 6= 0, (6.2)

система (6.1), с учетом того, что функция от инварианта Римана также является инва-
риантом, представима в форме

R1
t +R2R1

x = 0, R2
t +R1R2

x = 0.

Именно в таком виде слабо-нелинейные уравнения используются для описания двухлу-
чевой редукции солитонного газа [17], исследования уравнения Борна — Инфельда [2],
для построения решения в [3, с. 71–81], для получения оценок роста решения в [1, с. 87]
и для построения точного решения [18].
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Полученные в настоящей статье результаты, особенно формула (5.4), позволяют ука-
зать неявное точное решение для слабо-нелинейных уравнений без ограничений (6.2),
т. е. для общих уравнений

R1
t + λ1

(

R2
)

R1
x = 0, R2

t + λ2
(

R1
)

R2
x = 0. (6.3)

Заметим, что приводимый ниже результат подчеркивает эффективность использования
формулы (5.4). Вычисляя коэффициенты (2.13), (3.5), с учетом (6.1) имеем

aϕ =
λ1
R2

λ1 − λ2
, bϕ = −

λ2
R1

λ1 − λ2
, cϕ = ct = 0, at = −

λ2
R2

λ1 − λ2
= 0, bt =

λ1
R1

λ1 − λ2
= 0.

Это означает, что задача (3.6)–(3.8) для определения функции Римана — Грина
T (R1, R2 | r1, r2) имеет очевидное решение T (R1, R2 | r1, r2) = 1, в то время как решение
задачи (2.14)–(2.16) не столь очевидно, но использование (5.4) позволяет сразу записать

ϕ
(

R1, R2
∣

∣ r1, r2
)

=
2

λ2(R1)− λ1(R2)
.

Окончательно, функции t(a, b), x(a, b) определяются формулами

t(a, b) =

b
∫

a

dτ

λ2
(

R1
0(τ)

)

− λ1
(

R2
0(τ)

) , x(a, b) =
a+ b

2
+

1

2

b
∫

a

λ2(R1
0(τ)) + λ1

(

R2
0(τ)

)

λ2
(

R1
0(τ)

)

− λ1
(

R2
0(τ)

) dτ.

Заметим, что ввиду независимости подынтегральных выражений от a, b, производные
ta, tb вычисляются без труда (совпадают с подынтегральными функциями в различ-
ных точках) и задача (2.20)–(2.22) для определения явного решения на изохронах имеет
простой вид (правые части не содержат интегралов). В случае, когда система (6.3) яв-
ляется гиперболической в узком смысле (λ1 6= λ2, см., например, [1, с. 24]) не может
быть неоднозначности решения (опрокидывания), сильные разрывы могут быть заданы
лишь в начальный момент времени (не возникают в процессе эволюции) и движутся
по характеристикам. Для слабо-нелинейных уравнений также невозможны автомодель-
ные решения.

Заключение

С точки зрения авторов, метод годографа на основе закона сохранения более гибкий
и допускает различные модификации, в частности, использование замены условий (2.7)
на более удобные для конкретной задачи (замены констант ±1 на некоторые функции,
см. абзац после формулы (2.17)). Именно при помощи этого метода был решен ряд за-
дач для уравнений электрофореза, мелкой воды, солитонного газа [3, 6–9], опрокинутой
мелкой воды [10] (см. также [2], где приведено множество примеров использования мето-
да). Метод годографа на основе закона сохранения без труда применим и в том случае,
когда начальные данные для задачи Коши заданы не при t = 0, а на произвольной неха-
рактеристической кривой. Пример использования метода в случае задачи Гурса, т. е.
при задании начальных данных на характеристиках, имеется в работе [6], в которой
исследовано взаимодействие слабых разрывов решений. В этой же работе указан спо-
соб построения автомодельных и разрывных решений гиперболических уравнений для
задачи зонального электрофореза. Алгоритм метода п. 2.4 позволяет строить решения
многозначные по координате x (см. замечание 6).
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Изложенные результаты справедливы для гиперболических уравнений. Однако, без
каких-либо существенных изменений, основное из которых приводит к уравнению, от-
личному от (2.21), результаты справедливы и для уравнений эллиптического типа
(см. [3, с. 94–116], [10, 19]). Отметим работу [20], в которой указана возможность сведе-
ния неоднородных систем двух квазилинейных уравнений к однородным (при наличии
некоторых групповых симметрий), что существенно расширяет возможности использо-
вания метода годографа.

Следует сказать, что использование функции Римана — Грина для построения реше-
ния вовсе необязательно — достаточно указать решение задачи (2.3), (2.7). В частности,
все приведенные в [2] примеры непосредственно не используют построение решения при
помощи функции Римана — Грина. Укажем, что для определения функций ϕ, ψ в законе
сохранения (2.1) в некоторых случаях удается использовать естественные законы сохра-
нения исходных уравнений, например, для задачи электрофореза [3, с. 38, 39] и задачи
о поведении солитонного газа [3, с. 72, 73].

Интересно отметить, что для достаточно большого количества задач — для урав-
нений зонального электрофореза [3], уравнений хроматографии [1, с. 661–665], [21, 22],
уравнений мелкой воды [1, с. 659], уравнений политропного газа, некоторых уравнений
двухслойной мелкой воды [23, модель III], [24, с. 36], бездисперсионного приближения
нелинейного уравнения Шредингера, нелинейной оптики и Бозе — Эйнштейн конденса-
та [25], всех примеров эллиптических уравнений из монографии [26], инварианты Ла-
пласа удовлетворяют равенству h = k и определение функции Римана — Грина либо
сводится к решению уравнения Эйлера — Пуассона — Дарбу (классификационная тео-
рема [5, с. 133]), либо к уравнению вида UR1R2 −h(R1, R2)U = 0, где h(R1, R2) — инвари-
ант Лапласа для исходного уравнения [15]. Хотя авторам неизвестны примеры реальных
физических уравнения, для которых равенство h = k не удовлетворяется, теоретическое
обоснование равенства получить не удается — возможно лишь указать условия (в форме
уравнений в частных производных) для функций λ1, λ2, выполнение которых гаранти-
рует равенство инвариантов Лапласа.

Наконец, отметим, что при решении конкретных задач выбор того или иного метода
желательно осуществлять на основе оценки сложности построения функции Римана —
Грина на основе уравнений (2.14), (3.6), (4.6) (с учетом выражений для коэффициентов)
и использования полученного соотношения (5.4).
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Abstract. The solution of the Cauchy problem for a system of two quasilinear homogeneous first-order
partial differential equations is constructed using the hodograph method, which allows us transform the
solution of quasilinear first-order partial differential equations to the solution of some second-order linear
partial differential equation with variable coefficients. It is shown that various variants of the hodograph
method (standard method, method based on the conservation law, and generalized hodograph method) to
construct a solution to the Cauchy problem in implicit form, ultimately lead to the same result and differ
only in the amount of technical work. The proof is given by calculating the Laplace invariants of the second-
order linear partial differential equation in the canonical form. In the case when the equations permit an
explicit connection of the initial variables with Riemann invariants and the corresponding linear equation of
the hodograph method allows us to specify the explicit form of the Riemann-Green function, a method for
constructing an explicit solution on the level-lines of the implicit solution is described. The Cauchy problem
for a system of two quasilinear first-order partial differential equations reduces to the Cauchy problem for
a certain system of ordinary differential equations. An exact implicit solution for a system of the linear
degenerate equations is given as an example. All the methods presented and the method of constructing an
explicit solution can be used for hyperbolic and elliptic equations. In the case of hyperbolic equations, it is
possible to construct self-similar and discontinuous solutions (after adding discontinuity conditions), as well
as multi-valued solutions in the spatial coordinate (if such solutions are allowed by the problem statement).
Despite the fact that at the final stage of the method, the Cauchy problem for ordinary differential equations
has to be solved numerically, no approximations of partial differential equations typical for the finite difference
method, the finite element method, the finite volume method, etc. are used. The method is accurate in the sense
that the error of calculations is related only to the accuracy of integration of ordinary differential equations.
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